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福建省《高等代数》与《线性代数》课程建设第 19 次研讨会交流材料

《线性代数》的典型问题与教学设计

集美大学 朱荣坤

结合线性代数的典型问题，谈几点教学体会.

一、整合知识点

概念多、性质杂，逻辑性强，知识点前后纵横交错，是线性代数的课程特点.教学中要把

前后知识点的典型问题进行有效的联系、整合、提升，这对学生大有帮助！

1.行列式的典型问题

主要思路：化简（观察特点、选择作行或列变换？目的：化为三角形或者展开降阶）

重要技巧：①把某一行（列）的倍数加到其余各行（列）；

②把所有行（列）加到同一行（列）；

③逐行（列）相加（减）.

基本方法：①按定义或按某一行（列）展开（先化 0，再展开，展开后注意符号项！）

②化为三角形

常用公式： BABA  ， AkkA n
n  ， AA n

n )1( .

典型例题：爪形行列式、非对角线元素全相等的行列式.

掌握了这些基本要点，计算基本类型的行列式就能得心应手.

2.方阵的各种运算性质

矩阵常见的运算有加法、数乘、乘法、逆、转置等，彼此之间既有联系又有区别，教学

中可列表如下（表中涉及的符号要求有意义），帮助学生梳理、提升知识点.
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3.初等变换的应用

初等变换是线性代数中的一个极为重要的工具，利用它可以解决许多问题.通过初等变

换，就可以把线性代数的主体内容“串”起来，它是线性代数的教学主线，需要加以强化.

教学中要时刻提醒学生思考这样的问题：初等变换可以解决哪些问题？哪些可作行变换

也可列变换？哪些只能行变换？学生特别容易犯错的是：求解时，作列的消法变换；求特征

向量时，先对特征多项式做列变换化简，再回到对应的矩阵形式去求解齐次方程组从而得到

基础解系，错误地认为这就是所求的特征向量，且检查多遍也找不出错在哪里.一般地，可以

要求学生只用行变换以回避出错.

4.阶梯形（行最简形）矩阵的化简

阶梯形是线性代数的一个重要求解目标，许多问题都可归结为阶梯形，它的最大好处是

便以求秩和求解.涉及到的问题主要有：线性方程组的求解（含基础解系）与讨论、向量组的

秩与极大无关组及其线性表示问题、逆矩阵、矩阵的秩、特征向量等求法，这些都是期末考

必考内容.经验表明，学生考得不好肯定与不会化阶梯形有关.一定要引导学生熟练掌握阶梯

形的化法，一般方法是：逐列按行非零首元从上而下化零（行最简形需再从下而上化零）；非

零首元要尽量简单（最好是 1 ），避开或推迟分数运算.

5.特征值特征向量的注意事项

（1）如何计算特征多项式 EA  ？（只出现在对角元；不能先化简 A，再减去 E ）

（2）求特征值，能不能列变换？求特征向量，能不能列变换？

（3）如何确定特征向量要求几个？对错怎么检查？

（4）特征向量一定非零（如果求出特征向量为零，一定是算错了）

6.解题套路举例

线性代数存在一些解题套路，教学中可以加以引导.比如

（1）涉及伴随矩阵问题，往往要利用到基本公式 EAAAAA  ** 及其重要推论
1  nAA .

（2）“拼凑”逆矩阵：

题型：已知 n阶方阵 A的某个多项式 0)( Af ，证明与 A有关的矩阵□可逆，并求 1□ .

比如 022  EAA ，求 ?)2( 1  EA

解法：可把 0)( Af 根据目标矩阵□进行“拼凑”因式，得到矩阵▲，满足 E▲□ （或

E□▲ ）；利用待定系数法也是不错的方法.（学生典型错误举例）

（3）线性无关的常规证明：先假设向量组的线性组合为零，设法变形为与已知条件有关的等

式，利用已知条件得出相关结果，最终推导出线性组合的系数全部为零.
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二、强调易错点

易错点是学生容易犯错的地方，有的是作业中体现出来，更多的是往届学生经常出错的，

学生自己往往没有意识到.教学中必须及时强调易错点，意义是显然的.

1.矩阵与行列式的基本区别

在符号、阶数、加法、数乘、乘法、转置等运算方式及其运算规律存在很大不同，易混淆.

矩 阵 行 列 式

符号 （ ）或[ ] | |

运算结果 矩阵（表格） 数

阶数 行数不恒等于列数 行数恒等于列数（方阵才有行列式！）

加法 每一行（或列）对应相加 某一行（或列）对应相加（其余不动）

数乘 k乘以每一行（或列） k乘以某一行（或列）

乘法 前矩阵的列数必须等于后矩阵的行

数才能相乘；左乘、右乘不一样

左乘、右乘一样；

乘法运算规则和矩阵一样

乘法可交换 不成立 成立

转置 不恒等 恒等

化简符号 或 ~ 

2.矩阵乘法交换律的不成立，导致矩阵的乘法性质与数的乘法存在许多不同之处，这往往是

学生容易想当然而犯错的地方.比如 000  BorAAB ，又如 222 2)( BABABA 

所以要想方设法让学生深刻意识到乘法必须区分左乘、右乘.

3.行列式计算常见的易错点

（1）展开后漏符号项、或者只有一个展开项；

（2）四阶（及以上阶数）按对角线法则展开；

（3）把一个行数、列数不相等的所谓“行列式”计算得煞有其事；

（4） BABA  这个错误结论也是学生经常误用的.比如误用
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4.线性方程组的通解

特解由原线性方程组求得，基础解系则由导出组求得，也就是说特解与常数项有关、求

基础解系时与常数项无关（必须是零），学生容易保留常数项去求基础解系.线性方程组是否

有解，要把矩阵的秩与 n作比较，特别要注意 n的含义，它指未知数个数，也是系数矩阵的

列数，但未必是行数、也未必是方程组的方程个数.注意方程的个数与是否有解没有必然联系！
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三、联系前后等价命题

值得强调的是，在线性代数中，有一个等价命题几乎贯穿着线性代数整个课程内容，即

n元齐次方程组 0AX 有非零解 nAr sn  )(  A的列向量组线性相关 0


A
ns

（即 A

不可逆）方阵 A含有零特征值.

如果考虑这个结论及其逆否命题，用以下典型行列式为背景可构造出一系列类型题.

在国内《线性代数》《高等代数》经典教材中都有如下一道典型的行列式习题：
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由于行列式问题常常可以演化为线性方程组、向量组的线性相关性、矩阵、特征值、二

次型等问题，所以可在教学中进一步作变式，体现数学解题中的转化思想，通过变式探究、

总结升华，培养学生灵活多变的思维品质.这种变式题型在线性代数考研中也经常出现.

下例是我编制的一道具有一定综合性的系列题（用于课程期末考试）：

例 设 n )2( n 阶矩阵
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①求行列式 A；

②判定 A的列向量组的线性相关性；

③讨论 A的秩；

④确定当 A的伴随矩阵 A 可逆时，a应该满足的条件；

⑤讨论齐次方程组 0AX 的解，并求通解.


